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第 1讲 集合及其运算

【知识梳理】

1. 学习目标：准确掌握集合的概念，熟练运用集合的表示方法，掌握集合关系

2. 学习重点和难点：集合的表示重点

3. 学习目标：熟练掌握集合的交、并、补运算

4．学习重点和难点：区分“或”与“且”

【精练题集】

一、集合概念

1、用列举法表示下列集合：

(1)集合 2{ | 1,| | 2, }x y x x x Z   

(2)集合 2{( , ) | 1,| | 2, }x y y x x x Z   

2、用描述法表示下列集合：

(1)方程 2 5 6 0x x   的解集

(2)方程组
2 3 13,
3 2 12.
x y
x y
 

  
的解集

3、非空集合G关于运算满足：

①对任意的 ,a b G ，都有a b G  ；

②存在 e G ，使得对一切 a G ，都有 a e e a a    ，则称G关于运算为“融洽集”．

现给出下列集合和运算：

①G＝{非负整数}，为整数的加法；

②G＝{偶数}，为整数的乘法；

③G＝{平面向量}，为平面向量的加法．

集合G关于运算为“融洽集”的是__ _ _____．

4、已知全集 U = ����������� ，集合 A 是集合 U 的恰有两个元素的子集，且满足下列三个条件：

（1）若�� � �，则�� � �
（2）若��不属于 �，则��不属于 �
（3）若�� � ��则a�不属于 A
则集合 A= （用列举法表示）

5、集合 P＝{x|y＝ x＋1}，集合 Q＝{y|y＝ x－1}，则 P 与 Q 的关系是( )

A．P＝Q B．P Q

C．P Q D．P∩Q＝∅

二、空集

6、给出下列关系: (1) 0   ; (2) 0 ; (3) 0 { }  ; (4) 0 { }  ; (5){0}= ; (6) {0} ;

(7) { }  ; (8) { }  ; 其中正确的关系的序号是_____________________

7、已知集合 A={x∈R|ax2
－3x+2=0,a∈R},若 A 中元素至多有 1个，则 a的取值范围是_________.
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三、集合的关系

8、设 ,x y R ，集合A { ,  ,  }x y x y  , 2B {0,  ,  }x xy , 若A B , 则 x  ， y  .

9、设集合A { | | | 2,  R}x x x   , B { | }x x a  . 若A B , 则实数 a 的取值范围是

_______________.

10、集合 M={x|x=
42



kx

,k∈Z},N={x|x=
22



k

,k∈Z},则 ( )

A.M=N B.M N C.M N D.M∩N=

11、若规定 E= 1, 2 10...a a a 的子集 1 2
...,

nk k ka a a 为 E的第 k个子集，其中 k= 1 2 112 2 2 nkk k    ，

则

（1） 1, 3,a a 是 E 的第____个子集；

（2）E的第 211 个子集是_______

四、集合的个数

12、已知集合 A＝{x|x2－3x＋2＝0，x∈R}，B＝{x|0＜x＜5，x∈N}，则满足条件 A⊆C⊆B 的集合 C
的个数为( )

A．1 B．2 C．3 D．4

五、集合的运算

13、集合  0232  xxxA ，  0)5()1(2 22  axaxxB

（1）若  2BA ，求实数 a的值；

（2） 若 ABA  ，求实数a的取值范围。

14、已知集合  32  xxxA 或 ，  13  axaxB ，若 A B B  ,求实数 a的取值范

围是 .

15. 已 知 集 合  2 2 19 0,A x x ax a a     为常数 ，  2 5 6 0B x x x    ，
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 2 2 8 0C x x x    ，求当实数a为何值时, A B 与 A C 同时成立.

16、设集合
2{ | ( 2) 1 0, }A x x p x x R      ，若 .A R  求实数 p 的取范围

17、已知集合：

}1|),{(},1|),{(},1|),{( 22  yxyxCayxyxByaxyxA 问

（1）当 a取何值时， CBA  )( 为含有两个元素的集合？

（2）当 a取何值时， CBA  )( 为含有三个元素的集合？

18. 已 知 {( , ) | , }I x y x y R  ，
4{( , ) | 3}
2

yA x y
x


 


, {( , ) | 3 2}B x y y x   , 则

uC A B =________________________．

六、计数原理的应用

19、 集合 A，B，C是 I={1，2，3，4，5，6，7，8，9，0}的子集，（1）若 IBA  ，求有序集合

对（A，B）的个数；（2）求 I 的非空真子集的个数。

20、集合 {1, 2, , 2008}M   ，若 X M ，X ， xa 为 X 中最大数与最小数的和（若集合 X

中只有一个元素，则此元素既为最大数，又为最小数），那么，对M 的所有非空子集，全部 xa 的

平均值为
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第 2讲 命题及充要条件

【知识梳理】

1、记忆性水平的要求：了解一些基本的逻辑关系及其运用, 了解集合与命题之间的联系，

体会逻辑语言在数学表达和试证中的作用.

2、解析性理解水平：⑴理解逆命题、否命题、逆否命题, 明确命题的四种形式及相互关系，

建立集合与命题之间的联系，领会分类、判断、推理的思想方法;

⑵理解充分条件、必要条件、充分必要条件的意义，能在简单的问题

情景中判断条件的充分性、必要性、充分必要性.

【精练题集】

1．判断命题的真假：

（1）能被 5 整除的个位数字是 5； _________

（2）凡等腰三角形都相似； _________

（3）方程 1 2ax x   有唯一解； ________

（4）两个实数的和为无理数，那么这两个数中至少有一个是无理数。 _________

（5）集合 A是集合 A B 或 A B 的子集； _________

2．写出命题“两个偶数的和是偶数”的逆命题、否命题、逆否命题。

逆命题：____________________________ _________

否命题：___________________________ _________

逆否命题：．_________________ __________ _________

3、填写下列命题的否定形式

①3 4 6  ：________________; ②2 是质数；_____________;

③他是数学家或物理学家：_________;

④若 0,ab  则 ,a b中至少有一个为零:_________________

4．求证：对于给定实数 , 0a a  且 1,a  则经过函数
1 (
1

xy
ax





其中
1, )x R x
a

  图像上任意两个

不同点的直线不平行于 x轴；

5. 填空(在“充分非必要”、“必要非充分”、“充分且必要”、“既非充分又非必要” 中选一种作答)

⑴对于实数 , , : 1, 2x y p xy x y   是 : 1, 1q x y  的______________条件;



华询教育

6

⑵对于实数 , , : 8x y p x y  是 : 2q x  或 6y  的______________条件;

⑶设 , ,x y R 则
2 2 2x y  的______________条件是： 2, 2x y  ;

6、⑴是否存在实数m ,使得 2 0x m  是
2 2 3 0x x   的充分条件？

⑵是否存在实数m ,使得 2 0x m  是 2 2 3 0x x   的必要条件？

7、(2013 上海春) 已知 , , ,a b c R “
2 4 0b ac  ” 是“函数   2f x ax bx c   的图像恒在 x轴

上方” 的 ( )

 A 充分非必要条件  B 必要非充分条件

 C 充要条件  D 既非充分又非必要条件

8、(2013 上海理) 钱大姐常说“便宜没好货”, 她这句话的意思是：“不便宜”是“好货”的

( )

 A 充分条件  B 必要条件

 C 充要条件  D 既非充分又非必要条件

9、设集合 A = � � th � �B = � � � � ，则“x � A且 x不属于 B”成立的充要条件是（ ）

A、-1<x≤1 B、x≤1 C、x>-1 D、-1<x<1

10、如果命题“ p或 q” 为假命题, 则下列命题中正确的是 ( )

 A ,p q中至少有一个为真命题  B ,p q均为真命题

 C ,p q均为假命题  D ,p q中至多有一个为真命题

11、下列各组中的两个命题互为等价命题是 ( )

 A “ x A ” 与“ x A B  ”  B “ A B ”与“ A B B ”

 C “a A B  ” 与 “ a B ”  D “m A B  ”与“m A B  ”

12、已知抛物线
2: 1,C y x mx    点    0,3 , 3,0 ,M N 求抛物线C和线段MN有两个不同交点

的(充要)条件

13、已知α：x � �或 x ≤h 5，β：x �h �m + �或 x ≤ �mh � m � R ，若α是β的充分条件，求 m

的取值范围
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14、用反证法证明：不存在整数 ,m n使得 2 2 2014m n 

第 3讲 不等式的基本性质

【知识梳理】

1、解析性理解水平： 理解用两个实数差的符号规实数大小的意义, 建立不等式研究的基础. 通过

类比研究等式的性质得到不等式的基本性质，并能加以证明.

2、探究性理解水平：会用不等式的基本性质判断不等关系和用比较法证明筒单不等式.

【精练题集】

1、填空题：

（1）已知 ,a b为非零实数，且 ,a b 则 2 2

1 1____
ab a b

；(填“>” 或“<”)

（2）下列四个不等式：⑴ 0 ;a b  ⑵ 0;b a  ⑶ 0 ;b a  ⑷0 ;b a  ；

其中能使
1 1
a b
 成立的充分条件有_______________

（3）已知        2 21 , 1, 2 , 2 ,f n n n g n n n n n n N n         

则      , ,f n g n n 大小关系是______________________________

（4）若
c
d

a
b
0 ，则 _______a c

a b c d 
；

（5）若 baRba  ,, ，那么  ______ , 2n na b n N n 

（6）若 0, 0,x xy  则 1 5y x x y     的值是________________ .

2、若1 1a b c a     且 ,b c 比较 a与b的大小

3、设
10, 0, ,a b a b
x

     写出与之关于 x的等价不等式.
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4、已知 0, 0,a b m   试比较
b m
a m



与
b
a
的大小.

5、已知 , ,a b R 试比较 4 4a b 与  34a a b 的大小.

6、已知△ABC 的三边长分别为 a,b,c，且满足 b + c ≤ �a，则
�
�
的取值范围为（ ）

A、（1，+∞） B、（0，2） C、（1，3） D、（0，3）

7、设    2
1 21 ,f x x x x   试比较    1 2f x f x 与 1 2x x 的大小

8、设 20 34, 24 60,a b    求 , , aa b a b
b

  的取值范围

9、设   2 ,f x ax bx  且    1 1 2,2 1 4,f f     求  2f  的取值范围

10、设 0a  且
12, 1 .

1
a b

a
  


⑴证明： 2 介于 ,a b之间;

⑵求 ,a b中哪一个更接近于 2 ; ⑶你能设计一个比b更接近 2 的c吗？并说明理由.



华询教育

9

第 4讲 一元二次不等式的解法

【知识梳理】

1、学习目标：熟练掌握一元二次不等式的解法

2、学习重点：解一元二次不等式

【精练题集】

1.不等式 x2
－3x＋2＜0的解集为( )

A．(－∞，－2)∪(－1，＋∞) B．(－2，－1)

C．(－∞，1)∪(2，＋∞) D．(1，2)

2．已知集合 A＝{x||x|≤2，x∈R}，B＝{x|4x－x2
>0，x∈Z}，则 A∩B 等于( )

A．(1，2) B．[1，2] C．(1，2] D．{1，2}

3．若关于 x 的方程 x2＋mx＋1＝0有两个不相等的实数根，则实数 m 的取值范围是( )

A．(－1，1) B．(－2，2) C．(－∞，－2)∪(2，＋∞) D．(－∞，－1)∪(1，＋∞)

4.解不等式（1）
2

2

3 2 0
2 3

x x
x x
 


 

（2）
2 1 2 1

3 3 2
x x
x x
 


 

5、关于 x的不等式
2 23 0x kx k k    的解集含元素 2，则 k的取值范围是___________.

6、已知关于 x 的不等式 02  baxx 的解集为 ),5()2,(  则 a=________，

b=_________

7、已知不等式组







0)1)(1(
31
axx

x
的解集为（-1,3），求 a的取值范围

8、（1）若不等式 03)1(22 2  axax 的解集为 R，求实数 a 的取值范围。

（2）若关于 x的二次函数
8
32 2  kxkxy 的图像全在 x 轴下方，求实数 k 的取值范围。

9、已知关于 x的不等式 02  cbxax 的解集为（ 2,
2
1

），求关于 x的不等式 02  abxcx

的解集
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10、设  032| 2  xxxA ，  0| 2  baxxxB ，若 ,RBA   4,3 BA ，求 ba、

的值。

11.设不等式 x2
－2ax+a+2≤0 的解集为 M，如果 M［1，4］，求实数 a 的取值范围.

12. 解关于 x 的不等式 ax2
－(2a＋1)x＋2<0.

13、求解一元二次不等式组










02)2(
026

2

2

axax
xx

14、要使满足关于 x 的不等式 092 2  axx （解集非空）的每一个 x 的值至少满足不

等式 0342  xx 和 0862  xx 中的一个，求实数a的取值范围。

第 5讲 其他不等式的解法

【复习回顾】

1、知识回顾
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acb 42  0 0 0

二次函数

)0(2  acbxaxy

的图像

02  cbxax

的根

a
bx

22,1




a
bxx

221  

02  cbxax 的解

集
 1 2x x x x x 或 R

2
bx x x
a

 
   

 
但

R

02  cbxax 的 解

集
 1 2x x x x  



【知识梳理】

1. 求解含字母系数“一元二次不等式”1的三讨论：

（1） 讨论二次项系数是否为零；

（2） 讨论是否有两根；

（3） 讨论两根大小关系；

（4） 最后不能．．将各结论取并集！

2. 已知含字母系数“一元二次不等式”2的解集，求字母系数的取值范围

（1） 讨论二次项系数是否为零；

（2） 二次项系数为零时，代入判断；

（3） 二次项系数不为零时，根据图像位置写出相应不等式组，并求解；

【注】有以下几类问题：

1 已知确定的非 R 非解集，如解集为[2,3]——先判断二次项系数符号，再利用韦达定
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理列不等式组；

2 已知解集为 R 或——先判断二次项系数符号，再利用二次项系数和 0 0   或 列

不等式组；

【注】此类问题可有其他的等价描述，如：“某不等式恒成立”，“图像恒在 x 轴上方”等；

3 已知解集包含某区间，如[2,3]解集——先判断二次项系数符号，再根据图像利用区

间端点函数值的符号列不等式组；【注】关注图像能否经过区间端点

4 已知解集包含于某区间，如 [2,3]解集 ——须讨论，判断二次项系数符号后，再利

用、区间端点函数值的符号、对称轴位置三方面列不等式组；【注】关注图像能否经

过区间端点；

（4） 每类情况内的结论与分类条件取交集，最后取各讨论情况结论的并集；

3. 高次方程的解法： 数轴标根法.（穿针引线法）

①将不等式化为(x-x1)(x-x2)…(x-x n)＞0(＜0)的形式，并将各因式 x 的系数化“+”；

②求根，并在数轴上表示出来；

③由右上方穿线，经过数轴上表示各根的点（为什么）；

④若不等式（x 的系数化“+”后）是“＞0”,则找“线”在 x 轴上方的区间；若不等式是“＜0”,则找“线”在

x 轴下方的区间.

4、分式不等式的解法：

（1）形如
 
 

0
f x
g x

 或
 
 

0
f x
g x

 （其中  f x ，  g x 为整式且   0g x  ）的不等式称为分式不等式。

（2）
 
     0 0
f x

f x g x
g x

  
 
 

   
 

0
0

0        
f x g xf x
g xg x

   

5、含绝对值的不等式的解法：

不等式 ,x a x a  的解

0a  0a  0a 

x a a x a   x x

x a x a 或 x a  0x  x R

(1)公式法：即利用 ax  与 ax  的解集求解。
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(2)定义法:即利用

( 0),
0( 0),

( 0).

a a
a a

a a


 
 

去掉绝对值再解

(3)平方法:解 ( ) ( )f x g x 型不等式。

(4)分类讨论法：即通过合理分类去绝对值后再求解。

(5)几何法：即转化为几何知识求解。

【精练题集】

1.不等式 x2－3x＋2＜0 的解集为( )

A．(－∞，－2)∪(－1，＋∞) B．(－2，－1)

C．(－∞，1)∪(2，＋∞) D．(1，2)

2．已知集合 A＝{x||x|≤2，x∈R}，B＝{x|4x－x2>0，x∈Z}，则 A∩B等于( )

A．(1，2) B．[1，2] C．(1，2] D．{1，2}

3．若关于 x的方程 x2＋mx＋1＝0 有两个不相等的实数根，则实数 m的取值范围是( )

A．(－1，1) B．(－2，2) C．(－∞，－2)∪(2，＋∞) D．(－∞，－1)∪(1，＋∞)

4.解不等式（1）
2

2

3 2 0
2 3

x x
x x
 


 

（2）
2 1 2 1

3 3 2
x x
x x
 


 

5. 不等式 1
12
3




x
x

的解集是

6.解不等式 1 2 5x x    。

7.解不等式 0343  xx

8.解关于 x的不等式： 2 0x a
x a





( )a R

9、若对 x R ，恒有
2

2

3 2 2
1

x x m
x x
 


 

，其中m N  ，求m的值

10、若
2 2 3

2

( ) 0
4 3

x a a x a
x x
  


 

的解集是 1 9x x   ，求实数 a的值

11.设不等式 x2－2ax+a+2≤0 的解集为 M，如果 M［1，4］，求实数 a的取值范围.
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12. 解关于 x的不等式 ax2－(2a＋1)x＋2<0.

13 对任何实数 x，若不等式 1 2x x k    恒成立，则实数 k 的取值范围为 ( )

(A)k<3 (B)k<-3 (C)k≤3 (D) k≤-3

14. 设集合  | | 2A x x a   ，
2 1 1

2
xB x
x

  
  

 
，若 A B ，求实数 a的取值范围．

第 6讲 基本不等式

【知识点梳理】

① Rba , ，则 2 2 2a b ab  ，当且仅当 ba  时，等号成立。

,a b R ，则 2a b ab  ，当且仅当 ba  时，等号成立。

综上，若 Rba , ，则 abbaba 2
2

)( 2
22 


 ， 当且仅当 ba  时，等号成立。

*② 若
 Rba, ，则

2 2 2
1 12 2

a b a b ab

a b

 
  


，当且仅当 ba  时，等号成立。

*③

12 0 1 ,
1

12 0 1 ,

x x x
xx

x x x x
x

    
     


，当且仅当 ，即 时 等号成立

，当且仅当 ，即 时 等号成立

【精练题集】

1.已知 f(x)＝x＋1
x
－2(x<0)，则 f(x)有( )

A．最大值为 0 B．最小值为 0 C．最大值为－4 D．最小值为－4

2.若 x>0，y>0，且
1
x
＋

4
y
＝1，则 x＋y的最小值是( )

A．3 B．6 C．9 D．12
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3.“a＝1
8
”是“对任意的正数 x，2x＋a

x
≥1”的( )

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件 C．充要条件 D．既不充分又不必要条件

4.已知 t>0，则函数 y＝t2－4t＋1
t

的最小值为______．

5. 若正数 x，y满足 x＋3y＝5xy，则 3x＋4y的最小值是( )

A.24
5

B.28
5

C．5 D．6

6. 今有一台坏天平，两臂长不等，其余均精确，有人要用它称物体的重量，他将物体放在左右托盘

各一次，取两次称量结果分别为 a，b.设物体的真实重量为 G，则( )

A.a＋b
2

＝G B.a＋b
2

≤G C.a＋b
2

>G D. ab<G

7. (1)已知 x>0，y>0，x＋2y＋2xy＝8，则 x＋2y的最小值是 ( )

A．3 B．4 C.9
2

D.11
2

(2)已知 a>b>0，则 a2＋
16

ba－b
的最小值是________．

8. 已知 x>0，y>0，z>0，x－y＋2z＝0，则
xz
y2
的( )

A．最小值为 8 B．最大值为 8

C．最小值为
1
8

D．最大值为
1
8

9．已知二次不等式 ax2＋2x＋b>0 的解集为 x|x≠－
1
a 且 a>b，则

a2＋b2

a－b
的最小值为( )

A．1 B. 2 C．2 D．2 2

10．已知 x>0，y>0，且
2
x
＋

1
y
＝1，若 x＋2y>m2＋2m恒成立，则实数 m的取值范围是( )

A．(－∞，－2)∪[4，＋∞) B．(－∞，－4)∪[2，＋∞)

C．(－2，4) D．(－4，2)

11. 设 a＞0，b＞0，且不等式
1
a
＋

1
b
＋

k
a＋b

≥0 恒成立，则实数 k的最小值等于________．

12. 已知 a>0，b>0，a＋b＝1，求证：

(1)1
a
＋

1
b
＋

1
ab
≥8；

(2)
1＋1

a
1＋1

b ≥9.
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13. (1)已知 a，b是正常数，a≠b，x，y∈(0，＋∞)，求证：
a2

x
＋
b2

y
≥

（a＋b）2

x＋y
，并指出等号成立的

条件；

(2)利用(1)的结论求函数 f(x)＝2
x
＋

9
1－2x

x∈
0，1

2 的最小值，并指出取最小值时 x的值．

14.设计一幅矩形宣传画，要求画面面积．．．．为 4840 平方厘米，画面上下边各要留 8厘米空白，左右要

留 5 厘米空白，怎样确定画面高宽尺寸，才能使宣传画所用纸张面积最小。

15. 已知正数 a、b满足 3 baab ，则 ab的取值范围是

16. 若 12  yx ，则
yx 42  的最小值是

【归纳与小结】

1． 基本不等式 ab≤a＋b
2

(1)基本不等式成立的条件：a>0，b>0.

(2)等号成立的条件：当且仅当 a＝b时取等号．

2． 几个重要的不等式

(1)a2＋b2≥2ab(a，b∈R)．(2)b
a
＋
a
b
≥2(a，b同号)．(3)ab≤

a＋b
2 2 (a，b∈R)．(4)a

2＋b2

2
≥

a＋b
2 2 (a，

b∈R)．

3． 算术平均数与几何平均数

设 a>0，b>0，则 a，b的算术平均数为
a＋b

2
，几何平均数为 ab，基本不等式可叙述为：两个正

数的算术平均数不小于它们的几何平均数．

4． 利用基本不等式求最值问题

已知 x>0，y>0，则

(1)如果积 xy是定值 p，那么当且仅当 x＝y时，x＋y有最小值是 2 p.(简记：积定和最小)

(2)如果和 x＋y是定值 p，那么当且仅当 x＝y时，xy有最大值是
p2

4
.(简记：和定积最大)



华询教育

17

第 7讲 不等式的证明

【知识点梳理】

证明不等式常用的数学方法:

(1)比较法 （2）综合法;（3）分析法 (4)反证法;

(5)放缩法;(6)数学归纳法等.

比较法是利用不等式两边的差是正数或负数来证明不等式

综合法证明不等式的逻辑关系.即 A(已知) B1 B2… Bn B(结论).运用不等式的性质和已

证明过的不等式时,要注意它们各自成立的条件.这样才能使推理正确,结论无误.

分析法论证“若 A 则 B”这个命题的模式是:欲证命题 B为真,只需证明命题 B1为真,从而又只需证明

命题B2为真,从而又……只需证明命题A为真,今已知A真,故B必真.简写为:B B1 B2… Bn A.

反证法的基本思想是通过否定结论,导出矛盾,从而肯定结论;

放缩法:借助不等式的传递性,要证明 A≥B,只须证得 A≥C,C≥B 方可,或借助其他途径放缩,如利用

函数的单调性证明;

数学归纳法:是证明与自然数有关命题的一种重要的数学方法.

【精练题集】

1. 已知0 1a  ,且
2 0x y  ，求证:

1log ( ) log 2
8

x y
a aa a  

2. 已知 0 1,0 1,0 1a b c      ,求证: (1 ) , (1 ) , (1 )a b c a b c   不能都大于
4
1
.

3.若  Ryx, ，证明：
2233 xyyxyx 

4. 求证： 21
3
1

2
1

1
1

2222 
n



5.用数学归纳法证明下列不等式:

若 a>0,b>0 且 n∈N
*
,证明

n
nn baba )

2
(

2





.

6. 当 n > 2 时，求证： 1)1(log)1(log  nn nn

7. 已知 xy>0,求证：xy+
xy
1

+
y
x

x
y
 ≥4.

8. 若 a, b, c, dR+，求证： 21 












cad

d
bdc

c
acb

b
dba

a
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第 8讲 函数的概念及解析式

【知识梳理】

1、函数的概念：在一个变化过程中有两个变量 x、y, 如果对于 x 在某个实数集 D 内的

任意一个值, 按照某个对应法则 f，y 都有唯一确定的值与它对应,那么 y 就叫做 x 的函数

,记做 ( )y f x ,x∈D，x 叫做自变量,x 的取值范围，D 叫做函数的定义域, 和 x 值相对应

的 y 值叫做函数值，函数值的集合叫做函数的值域.
2、对函数概念的理解：

(1)函数的三要素：⑴ 对应法则、⑵ 定义域、⑶ 值域。

(2)函数的表示方法：⑴解析法、⑵列表法、⑶图像法。

3、求函数的定义域时一般应考虑: 1、问题的实际背景；2、解析式要有意义.
一般地，如果 f（x）是整式,那么函数的定义域是 R;

如果 f（x）是分式,那么函数的定义域是使分母非零的实数的集合;
如果 f（x）是偶次根式,那么函数的定义域是使根号内的式子非负的实数的集合

如果 f（x）是由几个部分的数学式子构成,那么函数的定义域是使每个部分都有

意义的实数集合的交集.
4、建立函数关系的基本步骤：

1、分析题意设出两个变量；

2、列出等量关系；

3、等式变形得出函数解析式；

4、根据问题的实际意义给出函数的定义域；

5、两个函数的和、积的定义

（1）两个函数和的定义：一般地，已知两个函数      1 2,y f x x D y g x x D    ，

设 1 2D D D  ，并且D不是空集，那么当 x D 时，    ,y f x y g x  都有意义。于是把函

数    y f x g x  x D 叫做函数    y f x y g x 与 的和。

类比两个函数的和的定义，我们也可以求两个函数的积。

（2）两个函数积的定义：

两个函数积的定义：已知两个函数      1 2,y f x x D y g x x D    ，设 1 2D D D  ，并且 D

不是空集，那么当 x D 时，    ,y f x y g x  都有意义。于是把函数

   y f x g x  x D 叫做函数    y f x y g x 与 的积。

6、(1)确定函数的值域：遵循定义域优先的原则.
(2) 求值域的方法有：观察法、配方法、换元法、不等式法、反解法、判别式法、单调

函数法、数形结合法、综合法等。

【精练题集】

（一）求函数的定义域

1．函数
2 3 10y x x    的定义域是 。

2．函数 21
32
x
xy




 的定义域为 。

3．已知
2

2, 1
( ) , 1 2,

2 , 2

x x
f x x x

x x

  
   
 

则
3 5( 3)
2 2

f f f        
   

的值是 。
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4．函数
2 3xy
x a





的定义域为 M，若3 M ，则实数 a的取值范围是 。

5．若函数   2 22 1x ax af x    定义域为 ,R 则实数 a的取值范围是___________

6、设  1,1 ,x  则 函数   1
2
xg x f f

x
       
   

的定义域为_____________

7、已知函数   4 1
2

f x
x

 


的定义域为  , , ,a b a b为整数，值域为  0,1 ，则满足条件的整数对

 ,a b 共有_____________对

（二）求函数值

1、若函数   22 1 2 ,f x x x   则  3 ______f 

2、已知函数   2

3 2 1
1

x x
f x

x ax x
 

   
，若  0 4 ,f f a   则实数 ______a 

3、函数   2 2f x x x    的最小值是__________,最大值是___________

4、函数    2 2 1 0f x ax ax a    在区间 3,2 上的最大值为 4 ,则 ______a 

5、已知函数 1 3y x x    的最大值为 ,M 最小值为m，则
m
M

的值为_______

6、函数   2 2 1f x x x   的最小值是__________

（三）求函数的关系式

1、设函数 ( ) 3 , ( ) 2f x x g x x   ，则（1） (1) (1) ________f g  ；

（2） ( ) ( ) _________f x g x 

2、设函数
1 2( ) , ( )
2 1

x xf x g x
x x
 

 
 

，求 ( ) ( ) _________f x g x 

3、已知 ( )f x 是一次函数，且满足3 ( 1) 2 ( 1) 2 17f x f x x     ,求 ( )f x 。

2．已知：长方形 ABCD 中，AB=4，BC=3，动点 P 从点 A 出发，沿长方形的边运动，经过点 B，点 C，
点 D，最后回到 A 点。设点 P 到对角线 AC 的距离为 y，点 P 所经过的路程为 x，求 y 关于 x的函数

关系式，并画出其图像。

A B

CD
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3．我国2006年1月1日起，个人所得税法规定：

（1）个人每月的工资薪水收入中，1600元为免税收

入，其余部分为应纳税收入；

（2）税率按应纳税收入额规定如下：

问：（1）小明、小强和小红的爸爸每月工资分别为

1500元、2500元和3500元，问他们每月应交纳多少个

人所得税。

（2）写出纳税额 y 与个人收入 x（ x不超过3600元）

的函数关系。

课堂练习

1．若函数
2 21( ) 4 , ( ) 4

1
f x x g x x

x
    


，则函数 ( ) ( )f x g x = 。

2．若函数 2

2

1( ) 5 6, ( )
7 10

f x x x g x
x x

   
 

，则函数 ( ) ( )f x g x = 。

3．（1）作出函数
12y x
x

  的大致图像；

（2）作出函数
12y x
x

  的大致图像。

应纳税收入额（元） 税率（%）

[0,500] 5

(500,2 000] 10

(2 000,5 000] 15

(5 000,20 000] 20

(20 000,40 000] 25

(40 000,60 000] 30

(60 000,80 000] 35

(80 000,100 000] 40

>100 000 45

x

y

o
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4．备收人们关注的大型影片《哈里波特》即将在华天影院放映。该影院共有 1000 个座位，票价不

分等次，根据该影院的经验：当每张票价不超过 10 元时，票可全部售出；当每张票价高于 10 元时，

每提高 1 元，将有 30 张票不能售出。为了获得更好的收益，须给影院定一个合适的票价，符号的基

本条件是：（1）为方便找零和算帐，票价定为 1 元的整数倍；（2）票价不得高于 25 元；（3）影院放

映一场电影的成本费用支出为 5750 元，票房收入必须高于成本支出，用 x（元）表示每张票价，用

y（元）表示给影院放映一场电影的净收入（除去成本费用后的收入）。把 y 表示为 x的函数，并求

其定义域。

课后作业

一、填空题

1．设函数
3, ( 10)

( )
( ( 5)), ( 10)
x x

f x
f f x x
 

   
，则 (5)f 的值为 。

2．设函数

22 5 1, 3
( )

1 , 3
x x x

f x
x x

      
，则 ( ) 1f x  的解集为 。

3．某中学的高一学生进行野外生存训练，从甲地步行到乙地。已知甲乙两地相距 32 千米，在前 3
小时内学生们每小时走 4 千米，随后以每小时 5 千米的速度一直走到乙地。则他们离

开甲地的距离为 s（千米）与所用时间 t（时）的函数关系式为 。

4．某地区住宅电话费收费标准为：接通后 3 分钟内（含 3 分钟）收费 0.20 元，以后每分钟（不足

一分钟按一分钟计）收费 0.10 元，如果一次通话 t分钟，则通话费 y （元）关于通话

时间 t（分钟）的函数关系式是 。

5．对于 ,a b R ，若
,

max{ , }
,
a a b

a b
b a b

  


，将函数 ( ) max{| 1|,| 2 |},f x x x x R    写成

分段函数为 ( )f x = 。

二、选择题

6．图中的图象所表示的函数的解析式为（ ）

(A) |1|
2
3

 xy (0≤x≤2) (B) |1|
2
3

2
3

 xy (0≤x≤2)

(C) |1|
2
3

 xy (0≤x≤2) (D) |1|1  xy (0≤x≤2)

三、解答题

7．如图，△OAB 是边长为 2 的正三角形，这个三角形在直线 : (0 2)l x t t   的左方被截得图形的

面积为 S，求函数 ( )S f t 的解析式及定义域．

A

B

O x

y
l
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8．某医药研究所开发一种新药，如果成人按规定的剂量服用，据监测，服药后每毫升血液中的含药量

y 与时间 t之间近似满足如图所示的直线段：

 1 写出服药后 y 与 t之间的函数关系式；

 2 据测定：每毫升血液中含药量不少于 4 微克时治疗疾病有效，假若某病人一天中第一次服药时

间为7 : 00，求一天中第三次服药的最佳时间。

第 9讲 函数的奇偶性

【知识梳理】

㈠ 函数奇偶性

1、函数奇偶性的定义：一般地，对于函数  f x
（1）如果对于定义域．．．D．内的．．任意．．x，都有．．    f x f x  ，那么函数  f x 叫做偶函数。

（2）如果对于定义域．．．D．内的任意．．．．_．x，都有．．    f x f x   ，那么函数  f x 叫做奇函数。2、函

数奇偶性的图像性质特征：

（1）若函数    y f x x D  是偶函数，则函数  y f x 的图像是关于 y 轴对称图形。

反之也成立：    y f x x D  的图像是关于 y 轴对称，则函数  y f x 是偶函数

（2）若函数    y f x x D  是奇函数，则函数 y＝  f x 的图像关于原点对称图形。

反之也成立：    y f x x D  的图像是关于原点对称，则函数  y f x 是奇函数

3、判断函数 y=f(x)的奇偶性方法：

（1）奇偶性的定义； （2）函数图像的对称性；

4、判断函数奇偶性的基本步骤.

（1）先判断定义域 （2）    f x f x 和 )的关系；

【精练题集】

(一）奇偶函数定义

tO

6

1
2

8  小时

 微克
y
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1、若  f x 为奇函数，则     _________f x f x  

2、若  f x 为偶函数，则   12 1 _________
1 2

f f      
;

3、已知   2 3f x ax bx a b    为偶函数，且定义域为 1,2 ,a a 则 ____, ____a b 

4、若
1( )

2 1xf x a 


是奇函数，则实数 a  ．

5、若  f x 是R上的奇函数，则函数  2 1 1y f x   的图像必过定点___________

6、已知函数 ( )y f x 是奇函数，当 0x  时， 2( )f x x ax  ( )a R ，且 (2) 6f  ，则 a  ______.

7、设  f x 是定义在 R上的函数，当 0x  时，   2 2 ,f x x x  当  f x 为奇函数时，  f x
的解析式是______________,当  f x 为偶函数时，  f x 的解析式是______________,

（二）如何判断函数的奇偶性

8、判断下列函数的奇偶性

（1）     11 ;
1
xf x x
x


 


（2）  

21 ;
2 2
xf x

x



 

（3）    2lg 1 ;f x x x   （4）    
 
1 0

;
1 0

x x x
f x

x x x
    

（5）  
2

2

1 1;
1 1
x xf x
x x

  


  

（三）函数的奇偶性的应用

9、已知
5 3( ) 8f x x ax bx    ，且 ( 2) 10f   ，那么 (2)f 的值为____________

10、 下面四个结论中，正确命题的个数是（ ）

①偶函数的图象一定与 y 轴相交 ②奇函数的图象一定通过原点

③偶函数的图象关于 y 轴对称 ④既是奇函数，又是偶函数的函数一定是 ( ) 0( )f x x R 

A . 1 B . 2 C . 3 D . 4

11、若 ( )f x 是 R上的偶函数， 0x  时， ( )f x 为增函数. 若 1 20, 0x x  ，且 1 2| | | |x x ，则（ ）



华询教育

24

A . 1 2( ) ( )f x f x   B . 1 2( ) ( )f x f x  

C . 1 2( ) ( )f x f x   D . 1 2( ) ( )f x f x  

12、直线 1y  与曲线
2y x x a   有四个交点，则a的取值范围是 （ ）

A . (1, ) B . (0,1) C .
5(1, )
4

D .
5( , )
4



13、设 )(xf 是 R上的奇函数， )(xg 是 R 上的偶函数，若函数 )()( xgxf  的值域为 )3,1[ ，则

)()( xgxf  的值域为________________.

14、设 a为非零实数，偶函数
2( ) 1( )f x x a x m x R     在区间 (2,3) 上存在唯一零点，则实

数 a的取值范围是______________.

15、设 ( )f x 是 R上的偶函数，并且在 ( ,0] 上为增函数，

若
2 2(2 1) (3 2 1)f a a f a a     成立，则实数 a的取值范围是______________.

16、已知 ( )f x 是偶函数， ( )g x 是奇函数，且ƒ ( )x + ( )g x ＝
1

1x 
( 1)x   , 则 ( )g x ＝

_____________。
课堂练习

1、奇函数 ( )f x 定义域是  , 2 3 ,t t  则 _______t  ,

2、已知 ( )f x 为R上奇函数，  0,x  时，  3( ) 1 ,f x x x  则 ( )f x 的解析式为_____

3、已知 ( )f x 为偶函数，  0,x  时，
4( ) ,f x x
x

  当  3, 1x   时，记 ( )f x 的最大值为m ,

最小值为 n ,则 _______m n  ,

4、已知  ( ),f x g x 为 R 上奇函数 , 已知 ( ) 0f x  的解集为为  2 , ,a b ( ) 0g x  的解集为为

2

,
2 2
a b 

 
 

(其中
22 )b a ,则  ( ) 0f x g x  解集是____________,

5、已知
2( )y f x x  是奇函数且 (1) 1,f  若   ( ) 2,g x f x  则 ( 1) _______g  

6、已知偶函数 ( )f x 满足  ( 3)f x f x  恒成立，且 ( 1) 7,f   则 (7) ______f 
7、已知函数 ( )f x 对一切 , ,x y R 都有 ( ) ( ) ( ).f x y f x f y  

（1）求证： ( )f x 为奇函数

（2）若 ( 3) ,f a  用a表示 (12)f

8、已知函数  2( ) , , 0,
1

bx cy f x a c R a b
ax


   


为自然数 是奇函数， ( )f x 有最大值

1
2
，且

2(1) .
5

f  （1）试求函数 ( )f x 的解析式；（2）是否存在直线 l和 ( )y f x 的图像相交于 ,P Q

两点,并且使得 ,P Q两点的中点为  1,0 点，若存在求出直线 l的方程；若不存在,说明理由.

http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
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第 10讲 函数的单调性

【知识梳理】

1．单调增函数的定义：

一般地，设函数 ( )y f x 的定义域为 A，区间 I A ．

如果对于区间 I 内的任意两个值 1x ， 2x ，当 1 2x x 时，都有 )()( 21 xfxf  ，那么就说 ( )y f x 在

区间 I 上是单调递增函数， I 称为 ( )y f x 的单调递增区间．；

2．单调减函数的定义：

一般地，设函数 ( )y f x 的定义域为 A，区间 I A ．

如果对于区间 I 内的任意两个值 1x ， 2x ，当 1 2x x 时，都有 )()( 21 xfxf  ，那么就说 ( )y f x
在区间 I 上是单调递减函数， I 称为 ( )y f x 的单调递减区间．

3．函数单调性证明的步骤：

（1）设区间 I 内任意 2121 ,, xxxx 且 ；

（2） 比较 的大小与 )()( 21 xfxf ；

（3）  )()( 2121 xfxfxx 增函数 ；  )()( 2121 xfxfxx 减函数 ；

(4)写结论：函数  xf 在区间 I 上单调递增（减）。.

【精练题集】

1、函数 322  xxy 的单调减区间是 。

2、函数 y＝x+
x
a
（a＞0）的单调增区间为 ；

单调减区间为 ________ 。

3、若   2 4 8f x kx x   在 5,20 上单调递减，则实数 k的取值范围是____________

4、若 ( )f x 为奇函数，且在 ( ,0) 上是减函数，又 ( 2) 0f   ，则 ( ) 0x f x  的解集为_________.

5、函数
2( ) 2( 1) 2f x x a x    在区间 ( , 4] 上是减函数，则实数 a的取值范围是_________.

6、若   1
2

axf x
x





在区间  2,  上单调递增，则实数 a的取值范围是____________

7、若函数 ( ) | | 2f x a x b   在[0, ) 上为增函数，则实数a、b应满足_________________.

8、若    ,f x g x 都是 R上的增函数，则下列命题中正确的是____________

(1)    f x g x 与    f x g x 都是增函数;

(2)    f x g x 为增函数及    f x g x 增减性无法确定;

(3)    f x g x 增减性无法确定及    f x g x 为增函数;

(4)    f x g x 与    f x g x 增减性均无法确定

9、若函数
(2 1) 7 2   ( 1)

( )
                          ( 1)x

a x a x
f x

a x
   

  
在 R上单调递减，则实数a的取值范围是______.

10、“ 1a  ”是“函数 axxf )( 在[1, ) 上为增函数”的_________条件。

11、定义在 R上的偶函数  f x 偶函数满足：对任意的   1 2 1 2, 0,x x x x   ,
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有
   2 1

2 1

0.
f x f x

x x





则 ( )

          3 2 1A f f f             1 2 3B f f f  

          2 1 3C f f f             3 1 2D f f f  

12、若  f x 都是 R上的增函数，对于实数 , ,a b 若 0,a b  则( )

            A f a f b f a f b                 B f a f b f a f b    

            C f a f b f a f b                 D f a f b f a f b    

13、定义域为 R的函数 cxbaxxf  2)( )0( a 有四个单调区间，则实数 cba ,, 满（ ）

.A 0042  aacb 且 .B 042  acb .C 0
2


a
b .D 0

2


a
b

14、12、已知函数
2( )

1
xf x

x





；

（1）求出函数 ( )f x 的对称中心； （2）证明：函数 ( )f x 在 ( 1, )  上为减函数；

（3）是否存在负数 0x ，使得 0
0( ) 3xf x  成立，若存在求出 0x ；若不存在，请说明理由。

15、（1）定义两种运算： 2 2 2, ( )a b a b a b a b      ，试判断
2( )

( 2) 2
xf x

x



 

的奇偶性；

（2）求函数
2

2

( 1)( )
1

xf x
x





的单调递增区间．

16、（2011 上海理）已知函数   2 3 ,x xf x a b    其中常数 ,a b满足 0ab  。

（1）若 0,ab  判断函数  f x 的单调性；

（2）若 0;ab  求    1f x f x  时， x的取值范围

17、（2012 上海理）已知函数   2 0,af x x x
x

   常数 )a R 。

（1）讨论函数  f x 的奇偶性，并说明理由；

（2）若函数  f x 在 2, 上为增函数，求 a的取值范围。
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18. 已 知 函 数 ( )f x 的 定 义 域 是 0x  的 一 切 实 数 ， 对 定 义 域 内 的 任 意 ,m n 都 有

( ) ( ) ( )f m n f m f n   ，且当 1x  时 ( ) 0, (2) 1f x f  ，

（1）求证： ( )f x 是偶函数； （2） ( )f x 在 (0, ) 上是增函数；

（3）解不等式 2(2 1) 2f x  

第 11汫 函数图像的对称性

【知识梳理】

1、若函数    y f x x D  是偶函数，则函数  y f x 的图像是关于 y 轴对称图形。

反之也成立：    y f x x D  的图像是关于 y 轴对称，则函数  y f x 是偶函数

2、若函数    y f x x D  是奇函数，则函数 y ＝  f x 的图像关于原点对称图形。

反之也成立：    y f x x D  的图像是关于原点对称，则函数  y f x 是奇函数

3、设函数   ,y f x x D  ，如果存在常数 0,a  使得对于任意 x D 都有

   f a x f a x   恒成立, 则函数  f x 的图像关于直线 x a 对称

4、函数   ,y f x x D  的图像关于直线 x a 对称的函数是：  2y f a x 

5、设函数   ,y f x x D  ，如果存在常数 ,a b使得对于任意 x D 都有

    2f a x f a x b    恒成立, 则函数  f x 的图像关于点  ,a b 对称

6、函数   ,y f x x D  的图像关于点  ,a b 对称的函数是：  2 2y b f a x  
【精练题集】

1、函数   2 1f x x  的图像与  g x 的图像关于直线 2x  对称，则   _______g x 

2、函数   2 1xf x   的图像与  g x 的图像关于原点对称，则   _______g x 

3、若函数    2 2 3, ,y x a x x a b     的图像关于 1x  对称，则 ______b 

4、设函数  y f x 对任意实数 x均有    2 2f x f x   ,若方程   0f x  有四个根，则这四个

根之和为_______________

5、已知  f x 为定义在 R上的奇函数, 且  f x 的图像关于直线
1
2

x  对称，则

           1 2 3 4 5 6 __________f f f f f f     

6、设函数  y f x 对任意实数 x均有    2 2f x f x   ,若方程   0f x  有四个根，则这四个

根之和为_______________
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7、已知  f x 为定义在 R上的奇函数, 且    3 ,f x f x  ，若  1 1,f 

  2 32 ,
1

af
a





则a的值为___________

8、已知    ,f x g x 为定义在 R上的奇函数, 且       2F x af x bg x   在区间  0, 上的最

小值为5,则在区间  ,0 上函数  F x 的最大值是________

9、已知函数

2

2

4
( )

4
x x

f x
x x

 
 



0
0

x
x



,若 2(2 ) ( ),f a f a  则实数a的取值范围是（ ）

A ( , 1) (2, )    B ( 1,2) C ( 2,1) D ( , 2) (1, )   

10、设    2 0f x ax bx c a    满足    1 1f x f x   ，则  2xf 和  3xf 大小关系是

______________
11、已知  f x 为定义在 R上的奇函数, 且满足    4 ,f x f x  当  0,2x 时，

  22 ,f x x 则  7 _______f 
12、已知函数 ( )f x 满足：①对任意 (0, )x  ，恒有 (2 ) 2 ( )f x f x 成立；②当 (1, 2]x 时，

( ) 2f x x  .若 ( )f a  )2020(f ，则满足条件的最小的正实数 a是 .

13、定义在 R 上的奇函数  f x 满足    3 3f x f x   ,若当  0,3x 时，   2 ,xf x  则当

 6, 3x   时，  f x 的解析式为 ( )

  62xA    62xB    62xC    62xD 

14.设函数   1f x x
x

  的图像为 1C ， 1C 关于点  2,1A 对称的图像为 2C ， 2C 对应的函数为  g x .

(1) 求  g x 的解析式；(2) 若直线 y b 和 2C 只有一个公共点, 求b的值.

15、已知   1f x m x
x

   
 

的图像与   1 1 2
4

h x x
x

    
 

的图像关于点  0,1A 对称.

(1) 求m的值； (2) 若    
4
ag x f x
x

  在  0,2 上为减函数，求实数 a的取值范围.

16.设曲线C的方程是
3 ,y x x  将C沿 x轴、 y轴正方向分别平移  , 0t s t  个单位长度后得到曲

线 1C . (1) 写岀曲线 1C 的方程；(2) 证明：曲线C与曲线 1C 关于点 ,
2 2
t sA 

 
 

对称；
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(3) 如果曲线C与曲线 1C 有且只有一个公共点，证明：
3

.
4
ts t 

第 12讲 函数的最值和值域

【知识梳理】

1.函数的最大值和最小值

(1)设函数 ( )y f x 在 0x 处的函数值是 0( )f x ，如果函数定义域内任意 x，不等式 0( ) ( )f x f x 都

成立，那么 0( )f x 叫做函数 ( )y f x 的最小值.

(2)类似地，如果函数定义域内任意 x，不等式 0( ) ( )f x f x 都成立，那么 0( )f x 叫做函数 ( )y f x

的最大值.

(3)函数的最大值与最小值反映在函数图像上是有最高点与最低点，常借助函数图像来直观地观察函

数是否存在最值.

(4)求函数值域或最值：转化为几个熟悉的函数，应用基本不等式，利用函数的单调性求.

【基础巩固】

1.函数 ( )f x 在[-2,2]上的图像如图所示，求

(1)[-2,2]上的最值； (2)[-1,1]上的最值； (3)[0.5,2]上的最值.

2.(二次函数)已知
2( ) 2 4 1f x x x   ，求

(1)R 上的最值； (2)[-2,3]上的最值； (3)[-2,0]上的最值； (4)[2,3]上的最值.

3.(双曲线型函数)(1)已知
4( )f x x
x

  ，求

① (0, ) 上的最值； ②[3, ) 上的最值； ③[1,3]上的最值.
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(2)已知
4( )f x x
x

  ，求

① (0, ) 上的最值； ②[3, ) 上的最值； ③[1,3]上的最值.

【提高训练】

4.与二次函数有关的函数的最值

(1)求 2( ) 2 3f x x x    的最值.

(2)求 ( ) 1 2f x x x   的最值.

(3)求 ( ) 1 2f x x x   的最值.

5.分式型函数的值域

(1)求 2

2( )
2 3

f x
x x


 

的值域； (2)求
1 2( )
1

xf x
x





的值域.

(3)求
2 2 6( ) , 2

1
x xf x x
x
 

 


的值域； (4)求
2 2( ) , 2

1
xf x x
x


 


的值域.

(5)求 2

2( ) , 1 1
2 1

xf x x
x

   


的值域； (6)求
2

2

1( )
1

x xf x
x
 




的值域.

【拓展研究】

6.含参二次函数最值的讨论
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(1)讨论
2 2( ) 2 1f x x ax a    在[-1,1]上的最值.

(2)讨论
2( ) 2 2f x x x   在[a,a+1]上的最值.

7.含参双曲线型函数的最值讨论：讨论 ( ) af x x
x

  在[1,5]上的最值.

8.其他形式

(1)已知
2 2 2 3 0x y y    ，求

2 22S x y  的取值范围.

(2)若 ,  是关于 x 的方程
24 4 2 3 0x mx m    的两个实数根，求

2 2  的最小值.

第 13讲 幂函数

【知识梳理】

1.幂函数的概念

(1)复习：正比例函数 y x 、反比例函数
1y x 、二次函数

2y x 都可以统一写成
ky x 的形式.

(2)幂函数：函数 ( )ky x k Q  叫做幂函数，注意底数 x 是自变量，k 是常数.

2.幂函数 ( )ky x k Q  性质归纳

(1)定点：恒过(1,1)
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(2)奇偶性：设 , ,nk m n Z
m

  且互素

①m、n 都是奇数，则
n
my x 是奇函数，图像关于原点对称；

②m 是奇数，n 是偶数，则
n
my x 是偶函数，图像关于 y 轴对称；

③m 是偶数，n 是奇数，则
n
my x 是非奇非偶函数.

(3)图像位置

① ( )ky x k Q  在 (0, ) 一定有意义，因此第一象限一定有图像；

②偶函数在第一、第二象限上有图像；

③奇函数在第一、第三象限上有图像；

④非奇非偶函数仅在第一象限(或原点)有图像.

(4)函数 ( )ky x k Q  在 R
上的单调性

① 1k  时，
ky x 在[0, ) 上单调递增， (0,1)x 时图像在直线

y=x 下方， (1, )x  时图像在直线 y=x 上方，当 x 充分大时，递增速度越来越快.

② 0 1k  时，
ky x 在[0, ) 上单调递增， (0,1)x 时图像在直线 y=x 上方， (1, )x  时图

像在直线 y=x 下方，当 x 充分大时，递增速度越来越慢.

③ 0k  时，
ky x 在 (0, ) 上单调递减，两条渐近线是 x 轴、y 轴.

3.函数图像的平移与对称变换

(1)水平平移： ( )y f x 的图像
( 0) ( )

( 0) ( )

h h y f x h

h h y f x h

  

  




向左平移

向右平移
的图像

(2)竖直平移： ( )y f x 的图像
( 0) ( )

( 0) ( )

h h y f x h

h h y f x h

  

  




向上平移

向下平移
的图像

(3)对称变换： ( )y f x 的图像

( )

( )

( )

x y f x
y y f x

y f x

 

 

  






关于 轴对称

关于 轴对称

关于原点对称

的图像

(4)绝对值变换： ( )y f x 的图像 ,
y

y y y去除 轴左边图像

复制 轴右边图像 并将其沿 轴翻折得到 轴左边的图像
(| |)y f x 的图像

( )y f x 的图像 ,x x x x
x轴下方部分沿 轴翻折到 轴上方去 去掉原 轴下方部分

保留原 轴上方部分
| ( ) |y f x 的图像.
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【基础巩固】

1.下列函数是幂函数的是________________

①
1y
x

  ；② 3y x ；③
23y x ；④ 5xy  ；

⑤
2y x x  ；⑥

3 2

1y
x

 ；⑦ y x ；⑧
0y x .

2.研究下列三个幂函数的性质

2
3y x

3y x
1
2y x




定义域

奇偶性

单调性

值域

图像

3.几个基本练习

(1)幂函数 , ,y x y x y x     图像如上图所示，比较 , ,   的大小.

(2)如下图所示曲线是幂函数
1 1, { , , 2, 2}
2 2

ik
iy x k    在第一象限的图像，

试求 1 2 3 4, , ,k k k k .

(3)如果幂函数 ( )f x 的图像经过
3(3, )

3
，求 (9)f 的值.
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(4)利用幂函数的图像解不等式
2 3x x  .

4.待定系数法解决问题

(1)已知
2( ) ( 5 7) mf x m m x   是图像分布在第一、第三象限的幂函数，求 ( )f x 的解析式.

(2)幂函数
2 2 3( ) ( )m mf x x m Z   的图像关于原点对称，并且没有零点，求 ( )f x 的解析式.

(3)幂函数
21 3

2 2( ) ( )
m m

f x x m Z
  

  在 R
上是增函数，且在定义域上是偶函数，求 ( )f x 的解析式.

(4)幂函数
2 2 3( ) ( )m mf x x m Z   是偶函数，且在区间 (0, ) 上是减函数，求 ( )f x 的解析式.

【拓展训练】

5.利用幂函数的图像解不等式

(1)
2 2
3 3(2 1) ( 3)a a

 
   ； (2)

1 1
3 3( 2) (1 2 )a a

 
   .

(3)已知幂函数 ( )f x 的图像经过
3(3, )

9
，求关于 x 的不等式

2( 1) (8)f x f 
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【提高研究】

6.综合题

(1)已知函数
2 2( ) a af x x   和函数

2( ) 2 ( 1) 1f x ax a a x    在区间(0,-a)上都是减函数，求实数 a

的取值范围.

(2)已知函数
2 2( ) ( )k kf x x k Z    ，且 (2) (3)f f ，

①求 k 的值；

②是否存在正数 p，使函数 ( ) 1 ( ) (2 1)g x p f x p x     在[-1,2]上的值域为
17[ 4, ]
8

 ，若存在，求

出这个 p 的值；若不存在，说明理由.

(3)已知函数
1( ) ( 0)f x a x
x

  

①判断函数 ( )f x 在 (0, ) 上的增减性，并予以证明；

②若 ( ) 2f x x 在[1,+∞)上恒成立，求实数 a 的取值范围；

③若函数 ( )f x 在[m,n]上的值域也是[m,n]，求实数 a 的取值范围.

(4)设 a R ，记函数 2( ) 1 1 1f x a x x x      的最大值为 ( )g a .

①设 1 1t x x    ，求 t 的取值范围，并把 ( )f x 表示为 t 的函数 ( )m t ；

②求 ( )g a 的表达式.
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第 14讲 指数函数

【知识梳理】

1.指数函数

(1)指数函数：一般地，函数 ( 0, 1)xy a a a   叫做指数函数.

(2)当 x Q 时， ( 0, 1)xa a a  有完全确定的意义；当 x Q 时，取 x 的不足近似值，
xa 趋近于一

个常数.

(3)指数的运算法则：

( 0, , )
( ) ( 0, , )
( ) ( , 0, )

m n m n

m n mn

n n n

a a a a m n R
a a a m n R
a b a b a b n R

   

  

    

2.指数函数的图像与性质

( 1)xy a a  (0 1)xy a a  

大致图像

定义域、值域 ; (0, )D R A  

恒过定点 (0,1)

渐近线 x 轴

奇偶性 非奇非偶函数

函数值范围 x>0，则 y>1；x<0，则 0<y<1 x>0，则 0<y<1；x<0，则 y>1

增减性 在 R 上是增函数 在 R 上是减函数

对称性 xy a 与
1( )xy
a

 的图像关于 y 轴对称.

【基础巩固】

1.下列函数是指数函数的是____________

①
xy  ；② 2 xy  ；③ ( 3)xy   ；④

3y x ；⑤
23xy  ；⑥

23 xy  ；⑦ 3xy   .
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2.指数函数的图像与性质

在同一直角坐标系中，画出 1 2xy  , 2
1( )
3

xy  的图像.

3.利用函数性质比较大小

(1)比较 1.732 与
3 .

(2)如果 1a  ，比较

1

0.5
a
a


与 10.5
a
a .

(3)比较
0.40.3 与

0.30.4 .

(4)如果 0, 1a a  ，比较 aa 与 a.

(5)比较
2014

2015

2 1
2 1




与
2015

2016

2 1
2 1




.

4.指数函数的简单运用

(1)已知函数 ( 0, 1)xy a a a   在[1,2]上的最大值比最小值大
3
a
，求实数 a 的值.

(2)已知关于 x 的方程
12

2
x a

a





，在下列情况下分别求实数 a 的取值范围.

①方程没有实数解；②方程只有正实数解；③方程有负数解.
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【提高训练】

5.指数函数图像的平移变换和对称变换

(1)绝对值

①分别画出
| |( ) 2 2, ( ) 2 2, ( ) | 2 2 |x x xf x g x h x      的图像

②分别写出函数 ( ), ( ), ( )f x g x h x 的单调区间.

③如果关于 x 的方程 ( ) , ( )g x a h x b  都有两个实数根，分别求实数 a、b 的取值范围.

(2)若曲线 | | 3 2xy   与直线 y a 没有公共点，求实数 a 的取值范围.

(3)已知 0 1b  ，函数
xy b a m   的图像不经过第一象限，求实数 a、m 的取值范围.

(4)若直线 2y a 与函数 | 1| ( 0, 1)xy a a a    的图像有两个不同的交点，求实数 a 的取值范围.

(5)已知函数 1
2

2 1, 0,
( )

, 0

x x
f x

x x

   
 

，求不等式 ( ) 1f x  的解集.

【拓展研究】

6.指数函数与其他函数的复合

(1)值域与定义域
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①

1
2( ) 5 xf x  ； ②

11( ) ( )
3

xf x  ； ③ ( ) 0.5 1xf x   ； ④ ( ) 1 2xf x   .

(2)与二次函数的复合

①求
2 6 71( ) ( )

2
x xf x   的值域、单调区间；②求 ( ) 2 4x xf x   在[-2,1]上的值域、单调区间.

(3)与分式函数的复合

①已知函数
1( ) ( 0, 1)
1

x

x
af x a a
a


  


，求它的定义域、值域、奇偶性、单调区间.

②写出函数
10 10( )
10 10

x x

x xf x








的定义域、值域、奇偶性、单调区间.

第 15讲 函数的对称性

【知识梳理】

(1)轴对称

①函数 ( )f x 关于直线 x a 对称 ( ) ( ) ( ) (2 )f a x f a x f x f a x       ；

②函数 ( )y f x 关于直线 x a 对称的函数的解析式 (2 )y f a x  ；

③特别地，偶函数 ( )f x 关于直线 0x  对称 ( ) ( )f x f x   .

(2)中心对称
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①函数 ( )f x 关于点 ( , )a b 中心对称 ( ) ( ) 2 ( ) (2 ) 2f a x f a x b f x f a x b         ；

②函数 ( )y f x 关于点 ( , )a b 中心对称的函数的解析式 2 (2 )y b f a x   ；

③特别地，奇函数 ( )f x 关于原点 O(0,0)对称 ( ) ( ) 0f x f x    .

【基础巩固】

1.(1)若函数 ( )y f x 的图像关于点(1,0)对称，当 1x  时，
2( ) 1f x x  ，求函数 ( )y f x 在[1, )

上的解析式.

(2)若函数 ( )y f x 的图像关于直线 1x  对称，当 1x  时，
2( ) 1f x x  ，求函数 ( )y f x 在

[1, ) 上的解析式.

(3)已知函数
2( ) 1f x x  ，且函数 ( )g x 的图像与 ( )f x 的图像关于点(3,4)对称，求 ( )g x 的解析式.

(4)已知函数
2( ) 1f x x  ，且函数 ( )g x 的图像与 ( )f x 的图像关于直线 x=2 对称，求 ( )g x 的解析式.

【提高训练】

2.(1)试说明 1( ) 2 2x xf x   的图像是中心对称图形， 2
2 ( )f x x 不是中心对称图形.

(2)如果定义域为 R 的函数 ( )y f x 和 ( )y g x 的图像都是关于点 (a,b)中心对称，那么函数

( ) ( )y f x g x  、 ( ) ( )y f x g x  、 ( ) ( )y f x g x 、
( )
( )
f xy
g x

 中，哪些一定是中心对称图形，
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哪些可能不是中心对称图形，分别说明理由

3.(1)已知函数
2

( ) x mx mf x
x

 
 的图像关于点(0,1)对称，求实数 m 的值.

(2) 已 知 函 数 ( )g x 在 ( ,0) (0, )  上 的 图 像 关 于点 (0,1) 对 称 ， 且 当 (0, )x  时 ，

2( ) 1g x x ax   ，求函数 ( )g x 在 ( ,0) 上的解析式.

(3)在(1)、(2)的条件下，若对实数 0x  及 0t  ，恒有 ( ) ( )g x f t ，求实数 a 的取值范围.

【拓展研究】

4.设函数

12 , 0,
( )

( 1), 0

x x
f x

f x x

 
 

 
，方程 ( )f x x a  有且只有两个不相等的实数根，求实数 a 的取

值范围.

5.已知函数
4 3 2( ) 4 4f x x x x a    ，若点(2,1)关于 M(1,f(1))的对称点在函数 ( )f x 的图像上.

(1)求实数 a 的值；

(2)若点 0 0( , ( ))A x f x 在函数 ( )f x 的图像上，判断点A关于直线 1x  的对称点B是否在函数 ( )f x 的

图像上，并给出证明；

(3)是否存在实数 b，使得函数
2( ) 1g x bx  的图像与函数 ( )f x 的图像恰有 3 个公共点，且全部公

共点都在直线 4 4y bx  上方，若存在，请求出实数 b 的取值范围；若不存在，试说明理由.
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第 16 讲 反函数

【知识梳理】

一．定义：设式子 )(xfy  表示 y 是 x的函数，定义域为 A，值域为 C，从式子 )(xfy  中解出 x，

得到式子 )(yx  ，如果对于 y 在 C 中的任何一个值，通过式子 )(yx  ， x在 A 中都有唯一确

定的值和它对应，那么式子 )(yx  就表示 x是 y 的函数（ y 是自变量），这样的函数，叫做

)(xfy  的反函数 ，记作 )(1 yfx  ，即  yfyx 1)(   ，一般习惯上对调  yfx 1 中的

字母 yx, ，把它改写成 )(1 xfy  。

（1）．反函数存在的条件：从定义域到值域上的一一映射确定的函数才有反函数；

（2）．原函数的定义域、值域分别是反函数的值域、定义域，

  图象在点图象上）在（点

几何语言：

)(),(,

)()(

1

1

xfyabPxfybaP

abfbaf









（3）． ( )y f x 与
1( )y f x 的图象关于 y x 对称．

二．求反函数的一般步骤

（1） 确定原函数的值域，也就是反函数的定义域

（2） 由 )(xfy  的解析式求出 )(yx 

（3） 将 yx, 对换，得反函数的一般表达式 )(1 xfy  ，标上反函数的定义域（反函数的定义

域不能由反函数的解析式求得）

分段函数的反函数可以分别求出各段函数的反函数后再合成。

三．掌握下列一些结论

（1） 单调函数一一对应 有反函数

（2） 若一个奇函数有反函数，则反函数也必为奇函数
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（3） 证明 )(xfy  的图象关于直线 xy  对称，只需证 )(xfy  的反函数和 )(xfy  相同。

【基础训练】

1 函数 )( xf 反函数是  1( ) 1 0f x x x    ，求 )( xf 定义域

2.已知函数 )(xfy  是奇函数，当 0x 时， 13)(  xxf ，设 )(xf 的反函数是 )(xgy  ，则

 )8(g .

3. 2( ) 1 1 ( 1 0).f x x x      则
1( )y f x 的图像是（）

4. ( ) 2xf x b  的反函数是
1( )f x  , 1( )f x 

的图像过 Q(5,2).求 b.

【提高训练】

5.设 k>1，f(x)=k(x-1)(x∈R) . 在平面直角坐标系 xOy 中，函数 y=f(x)的图像与 x 轴交于 A 点，它的

反函数 y=f -1(x)的图像与 y 轴交于 B 点，并且这两个函数的图像交于 P 点. 已知四边形 OAPB 的面积

是 3，则 k 等于 ( )

(A)3 (B)3
2

(C)4
3

(D)6
5

6.求 f(x)=
2 ( 1)

1
x x
x

 


图像与反函数图像交点坐标.

7.
2

x xe ey


 的反函数
1( )y f x （）

（1）是奇函数，在（0，+）上是减函数

（2）是偶函数，在（0，+）上是减函数

（3）是奇函数，在（0，+）上是增函数

（4）是偶函数，在（0，+）上是增函数

【拓展研究】

8．（1）已知 f(x) = 4x－2x＋1 ，求 f－1(0)的值．
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（2）设函数 y= f(x)满足 f(x－1) = x2－2x＋3 (x ≤ 0)，求 f－1(x＋1)．

9．判断下列函数是否有反函数，如有反函数，则求出它的反函数．

（1） 2( ) 4 2( )f x x x x R    ；

（2） 2( ) 4 2( 2)f x x x x    ．

（3）
1 ( 0)
1
,
, ( 0)

x x
y

x x
 

   

10．已知 f(x)=
1
3




x
ax

（1）求 y=f(x)的反函数 y= f－1 (x)的值域;

（2）若(2，7)是 y = f－1 (x)的图象上一点，求 y=f(x)的值域．

11．已知函数
2( 1) 2 ( 0)f x x x x    ，

（1）求
1( )f x

及其
1( 1)f x  ；

（2）求 ( 1)y f x  的反函数．

12．己知  
21

1
xf x
x
    

(x≥1)，

（1）求  f x 的反函数
1( )f x

，并求出反函数的定义域；

（2）判断并证明
1( )f x

的单调性．
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13．给定实数a，a≠0，且a≠1，设函数
1
1




ax
xy 






 

a
xRx 1,且 ．试证明：这个函数的图象

关于直线y=x成轴对称图形．

第 17 讲 对数与对数函数

【知识梳理】

1.对数

（1）对数的定义：

如果 ab=N（a＞0，a≠1），那么 b叫做以 a为底 N的对数，记作 logaN=b.
（2）指数式与对数式的关系：ab=N logaN=b（a＞0，a≠1，N＞0）.两个式子表示的 a、b、N三

个数之间的关系是一样的，并且可以互化.
（3）对数运算性质:
①loga（MN）=logaM+logaN.

②loga
N
M

=logaM－logaN.

③logaMn=nlogaM.（M＞0，N＞0，a＞0，a≠1）

④对数换底公式：logbN=
b
N

a

a

log
log

（a＞0，a≠1，b＞0，b≠1，N＞0）.

2.对数函数

（1）对数函数的定义

函数 y=logax（a＞0，a≠1）叫做对数函数，其中 x是自变量，函数的定义域是（0，+∞）.注意：真

数式子没根号那就只要求真数式大于零,如果有根号,要求真数大于零还要保证根号里的式子大于零，

底数则要大于 0 且不为 1
（2）对数函数的图象



华询教育

46

O x 

y

y=   log x a> 

O x 

y

  <a<

a

y=   log x a

1

1

1
1

0

( 

( 

)

)

底数互为倒数的两个对数函数的图象关于 x轴对称.
（3）对数函数的性质:
①定义域：（0，+∞）.②值域：R.
③过点（1，0），即当 x=1 时，y=0.
④当 a＞1 时，在（0，+∞）上是增函数；当 0＜a＜1 时，在（0，+∞）上是减函数.

【基础训练】

1.函数 f（x）=|log2x|的图象是
1 

1 

1 -1 

1 

1 

1 

1 

1 

x x 

x x 

y 

y 

y 

y 

O

O

O

O

A B 

C D

2.若 f －1（x）为函数 f（x）=lg（x+1）的反函数，则 f －1（x）的值域为___________________.

3.已知 f（x）的定义域为［0，1］，则函数 y=f［log
2
1 （3－x）］的定义域是__________.

4.若 logx 7 y =z，则 x、y、z之间满足

A.y7=xz B.y=x7z

C.y=7xz D.y=zx

5.已知 1＜m＜n，令 a=（lognm）2，b=lognm2，c=logn（lognm），则

A.a＜b＜c B.a＜c＜b
C.b＜a＜c D.c＜a＜b

6.若函数 f（x）=logax（0＜a＜1）在区间［a，2a］上的最大值是最小值的 3 倍，则 a等于

A.
4
2 B.

2
2 C.

4
1

D.
2
1

7.函数 y＝log2｜ax－1｜（a≠0）的对称轴方程是 x＝－2，那么 a等于

A.
2
1

B.－
2
1

C.2 D.－2

8.函数 f（x）=log2|x|，g（x）=－x2+2，则 f（x）·g（x）的图象只可能是
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O  x 

y 

O  x 

y 

O  x 

y 

O  x 

y 

A B 

C D

9.设 f －1（x）是 f（x）=log2（x+1）的反函数，若［1+ f －1（a）］［1+ f －1（b）］=8，则 f（a+b）
的值为

A.1 B.2 C.3 D.log23
10.方程 lgx+lg（x+3）=1 的解 x=___________________.

【提高训练】

【例 1】 已知函数 f（x）=
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则 f（2+log23）的值为
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【例 2】 求函数 y＝log2｜x｜的定义域，并画出它的图象，指出它的单调区间.

【例 3】 已知 f（x）=log
3
1 ［3－（x－1）2］，求 f（x）的值域及单调区间.

【例 4】已知 y=loga（3－ax）在［0，2］上是 x的减函数，求 a的取值范围.

【例 5】设函数 f（x）=lg（1－x），g（x）=lg（1+x），在 f（x）和

g（x）的公共定义域内比较|f（x）|与|g（x）|的大小.

【例 6】 求函数 y=2lg（x－2）－lg（x－3）的最小值.

【例 7】在 f1（x）=x 2
1

，f2（x）=x2，f3（x）=2x，f4（x）=log
2
1 x四个函数中，x1＞x2＞1 时，能使

2
1

［f（x1）+f（x2）］＜f（
2

21 xx 
）成立的函数是
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A.f1（x）=x 2
1

B.f2（x）=x2 C.f3（x）=2x D.f4（x）=log
2
1 x

【拓展创新】

1.若 f（x）=x2－x+b，且 f（log2a）=b，log2［f（a）］=2（a≠1）.
（1）求 f（log2x）的最小值及对应的 x值；

（2）x取何值时，f（log2x）＞f（1）且 log2［f（x）］＜f（1）？

2.已知函数 f（x）=3x+k（k为常数），A（－2k，2）是函数 y= f －1（x）图象上的点.
（1）求实数 k的值及函数 f －1（x）的解析式；

（2）将 y= f －1（x）的图象按向量 a=（3，0）平移，得到函数

y=g（x）的图象，若 2 f －1（x+ m－3）－g（x）≥1 恒成立，试求实数 m的取值范围.


